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Одной из задач компьютерной графики является анимация объектов трехмерной 

сцены, в  частности, задача инверсной кинематики [1, 2].    

Инверсная кинематика – широко используемый метод анимации моделей. Он 

используется при создании движения, как в простейших, так и в сложных иерархических 

моделях. При использовании инверсной кинематики не требуется анимировать каждый 

отдельный узел иерархически связной цепи, чтобы получить ее движение в целом. Для 

этого можно задать необходимые параметры, а расчет движения цепи с учѐтом связности 

будет выполняться автоматически на каждом кадре.  

Цепь инверсной кинематики – это иерархия, где взаимодействие между объектами 

осуществляется «снизу вверх», от дочернего объекта к родительскому. Для примера 

возьмем классическую модель человека - бипод. Если перемещать в пространстве 

туловище (родительский объект), вместе с ним, как жестко закрепленные, будут 

перемещаться руки, ноги и голова (дочерние объекты). Это цепь прямой кинематики, где 

воздействие на родительский объект влияет на его дочерние объекты. Если же в этом 

биподе реализована цепь обратной кинематики, то перемещение в пространстве дочернего 

объекта, например, кисти руки, приведѐт к перемещению родительских объектов: 

предплечья, плеча, туловища.  

Для алгебраического решения задачи инверсной кинематики, требуется решить 

уравнение для 2N независимых переменных [3, 4]. Так как размерность матриц составляет 

44 элемента, то появляется возможность получить четыре линейно независимых 

уравнения, что дает возможность найти четыре переменные. На самом же деле хотелось 

бы иметь решение для произвольного числа переменных, ведь чем больше число 

задействованных степеней свободы, тем больше объектов может быть в цепочке, тем 

манипулятор универсальней. Алгебраический способ дает решения для манипуляторов с 

не более чем шестью степенями свободы.  Возможность найти при четырех линейно 

независимых уравнениях шесть переменных появляется в связи с тем, что локальные 

матрицы объектов цепочки в целом сильно разрежены. Это позволяет получить 

небольшое количество решений, а далее выбрать из них с помощью определенного 

критерия наиболее приемлемое и разумное. В целом, шесть степеней свободы позволяют 

создать полноценный трехколенный (манипулятор из трех объектов в цепочке) 

манипулятор, удовлетворяющий большинству задач роботостроения, где обычно 

манипуляторы и применяются. Недостатками являются малое количество степеней 

свободы (не более шести) и сложности с контролем ограничения на степени свободы. 

В геометрическом методе, решение в аналитическом виде получается с 

использованием геометрии цепочки. В работе [5] использованы координатные методы, 

описанные в [6], для получения аналитического решения манипулятора с семью 

степенями свободы. Этот метод применим к любому манипулятору с заранее известной 



геометрией. Недостатками метода можно назвать то, что для его функционирования 

необходимо знать аналитическое решение для первых трех объектов цепочки, а также то, 

что геометрический подход применим только для заранее известной геометрии 

манипулятора [7]. Алгебраический и геометрический методы совместно использованы для 

получения аналитического решения в [8] для манипулятора с семью степенями свободы. 

Суть итерационных методов заключается в том, что решение достигается в ходе 

итерационного приближения. Основные проблемы, возникающие при этом – это 

сходимость таких методов. Большая часть итерационных методов основаны на 

алгоритмах численной минимизации нелинейной функции, но есть и алгоритмы, где 

используется геометрический подход. 

Численные алгоритмы является универсальными в плане способности решить 

задачу инверсной кинематики для любого количества степеней свободы. Также важным 

моментом является переход от задачи поиска решения без ограничений на переменные 

(т.е. на углы вращения) к задаче поиска решения с ограничениями на переменные. 

Ограничения степени свободы существенны, так как моделируемые объекты, для которых 

и появилась задача инверсной кинематики, обычно в природе имеют физические 

ограничения на возможность вращения. Например, алгебраический метод эти ограничения 

не учитывает, и реализовать ограничения, используя алгебраическое решение 

затруднительно. Итерационный метод, в силу итерационного приближения к решению, 

естественным образом дает решение с ограничениями на переменные [9]. Недостатками 

метода являются сложность вычисления и контроля сходимости. 

В работе [3] описан итерационный метод, использующий геометрический подход, 

это метод циклического координатного спуска. Метод циклического координатного 

спуска минимизирует расстояние от конечного эффектора до цели, регулируя каждый 

совместный угол поочередно. Метод начинает работать с последнего узла в цепочке и 

работает в обратном направлении, регулируя каждый шарнир на пути. Действие 

продолжается вверх по цепи по достижении корня цепочки. Затем процесс повторяется, 

начиная опять с последнего шарнира в цепи. В итоге возможны два случая: конец цепочки 

достиг цели или же цикл повторился некоторое число раз и оборвался, когда уже 

невозможно сделать очередной поворот конечного шарнира.  Это означает, что расстояние 

от базового узла до цели больше суммы всех связей. 

 В цепочке могут присутствовать ограничения степеней свободы для 

индивидуального шарнира, что удерживает его от вращения, которое физически 

недопустимо для модели. В других методах инверсной кинематики это может достаточно 

сильно усложнить решение, но в методе циклического координатного спуска, такие 

ограничения легко вводимы.  Каждый шаг – это поворот шарнира, что  позволяет легко 

включить ограничения на эти повороты. Достаточно проверить, не вышел ли угол 

поворота за допустимые границы. Если да, то поворачивается шарнир лишь до предела. 

Использование ограничений степеней свободы позволяет более гибко манипулировать 

динамической цепочкой. Данный метод прост для понимания и более легок для 

реализации, чем численные итерационные методы. Кроме того, он существенно быстрее 

численных алгоритмов, но при этом есть некоторые требования инверсной кинематики, 

которые он предоставить не может или же их реализация для такого алгоритма 

затруднительна. Однако часть параметров (трение сустава, приоритет сустава и т.д.) для 

настройки динамики цепочки не может быть реализована, или же, реализация их 

затруднительна.  

Смешанные методы могут дополнять друг друга. В частности, в работе [3] 

использованы два алгоритма минимизации: метод циклического координатного спуска 

(Cyclic Coordinate Descent - CCD) и Broyden-Fletcher-Shanno (BFS). Метод CCD 

использовался для нахождения начального значения для BFS алгоритма. Проблема 

подобных комбинаций алгоритмов заключается в том, что от такого инструмента как 



инверсная кинематика требуется не просто управление связной цепочкой, но и масса 

других настраиваемых параметров. Разные алгоритмы предоставляют настройку 

параметров по-разному, однако, количество поддерживаемых параметров в разных 

алгоритмах неодинаково. Таким образом, при реализации комбинации алгоритмов 

возникает проблема корректных настроек и передачи таких параметров в рамках одного 

процесса поиска решения. 

Заключение  

Метод циклического координатного спуска является более быстрым, что важно для 

режима реального времени, а также более простым для реализации. Итерационно-

численные методы имеют свои преимущества. Это универсальность численных методов, 

как с точки зрения количества степеней свободы, так и возможности реализации всего 

спектра параметров, требуемых для настройки цепочки. Рост мощностей персональных 

компьютеров уже на данном этапе позволяют просчитывать инверсную кинематику в 

режиме реального времени с помощью численных методов, что подтверждается 

некоторыми данными из современной литературы по данной теме. Анализ [3, 10, 11, 12] 

текущего положения дел в области минимизации нелинейных функций показал, что есть 

несколько конкурирующих алгоритмов, решающих такие задачи. Однако в последних 

публикациях по данной теме отдается предпочтение алгоритму BFGS (Broyden-Fletcher-

Goldfarb-Shanno).   
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